Section : Sciences expérimentales Session de controle 2008
Matiére : Mathématiques

Exercice 1

Contenu: Produit scalaire dans 1’espace, produit vectoriel, plan de I’espace, distance d’un
point a un plan, calcul de volumes, section d’une sphére par un plan.

Aptitudes visées: Exploiter le produit scalaire dans 1’espace, déterminer une équation
cartésienne d’in plan, déterminer la section d’une sphere par un plan.

1) a)

Justification ( non demandée): ABCDEFGH est un cube alors le vecteur AC est

orthogonal a chacun des vecteurs BD et DH donc il est perpendiculaire au plan

(BDH) et par suite il est orthogonal au vecteur BH .

2) ©
-1
Justification ( non demandée): On remarque que BD| 1 | est un vecteur normal au
0

plan (ECQ) et que ce plan contient le point A origine du repere.

3) b)
Justification ( non demandée): Le plan (BEG) contient le diamétre [EG] de la
sphere.
Exercice 2
Contenu: Suite réelle définie a I’aide d’une intégrale.

Aptitudes visées: Calculer une intégrale en utilisant une primitive, étudier les variations
d’une suite, étudier la convergence d’une suite..

1)

* . . o V4
a ) Pour tout n e N, la fonction : x - (tan(x))" est continue et positive sur {O,Z}

donc [, 20.
b) VneN', I, -1 = jo4 (tan(x))"* dx — j04 (tan(x))"dx = jo4 ((tan(x))"*" — (tan(x))" )dx
Ly = | 04 (tan(x))" (tan(x) — D)dx

De plus, Vx € [O,%} 0<tan(x)<1 ( Lafonction : x> tanx est croissante sur[O, %})



LAk (tan(x))" >0 ., B B
Vx e [O, 1 } ; {O < tan(x) <1 = (tan(x))"(tan(x)-1)<0 = 1, -1, <0

par suite la suite (I,) est décroissante.

c ) La suite (I,) est décroissante et minorée par 0 alors elle est convergente.

2) a) VneN', I ,+1 = ff (tan(x))"dx + ff (tan(x))"dx = jf tan” x(tan >x +1)dx

n+l %
WneN, 1,41 = (tan(x)) _ 1
n+tl | n+l
b)Posons: L=Ilm/, = lim/ _,=L
1 .1
I+, =—— et lim——=0 alors L=0
n+l o+
3)

. 4 % sinx % (c0s)'(x)
* 1, ZJ. tanxdeJ. —de—I ———dx
0 0 cosx 0 cosx

I = —[1n(|cosx|)]0% =—[ln(cox)]0%

NG

I; =Incos0—In(cos %) =— ln(Tz) = ln(\/z)

@« = jf tan® xdx = ff (tan® x +1—1)dx = jf (tan> x +1)dx — ff dx

I, —[tanx—x]g —l—z
. 1 1 1
* 1 14:T_§ =51
1 1 2
I, =—1,=—- +E2=F_2
4 4 3

Exercice 3
Contenu : Nombres complexes.

Aptitudes visées : Résoudre une équation de degré supérieur ou égal a 2, déterminer la
forme exponentielle d’'un nombre complexe, représenter un point connaissant son affixe,
décider du parallélisme ou de I’orthogonalité de deux droites. .

1) a)A=1—4:—3:(i\/§)2 alors z =l+i£ et z,=z.
1 2 2 2 1

1 3 1 B

Se={ —+i— , ——i—
6{22 22}

N3_a 1 A3 _

1 .
b) z]=§+17=e , Z,=——Ii—=e



c) Les solutions sont les deux racines carrées de z; et celles de z,

Sc={e®, e® ,e® , e}
—_ 6 6 = _ . 6 —__ =
2) Onpose z,=e® alors e ®* =—z, ;e ® =z et e °=z.
- V31
z,=e’ =cos—+ism—=——+—1
2 2

P(2) = (2=2,)(z =2, (2 +2,)(z + 2,)

P(2) = (2% = (2, +20)2 + 2, X 2))(2" +2(2, +2,)+ 2, X 2,)
P(z)=(z" —2Re(z,)z + |zo|2)(z2 +2Re(z))z + |zo|2)
P(2) = (2> =Bz +1)(2> +3z+1)

Autrement:

P(z)=z'+1-22 =) +(1)’ = (2)" =(2° +1)’ =2z —(2)’=(2" +1)’

P(z) = (22 +1) = (\32)’ = (22 =Bz +1)(z +/3z +1)

-3z?

3) N
a)
v
A
D 1 A
2
\J u R
O Ll »
C B
b)
T I

T
iz
6

_e =0 0=A%C

i— i—
» z,tz.=ef+e b =e
» zz+z,=e® +e® =0=>0=B*D
Le quadrilatére ABCD est alors un parallélogramme.
% AC :|ZC —ZA| =|zC +ZC| = 2|ZC| =2
D)

K/ f— [— — -
»  BD —|ZD —ZB| —|ZD +ZD| —2|ZD| =2

Le parallélogramme ABCD est alors un rectangle.



Remarque : (@,@) = (ﬁ,@) - (&,@)[m]

(04.0D) =7~ [21]

(OA OD) = —[27r] Alors ABCD n’est pas un carré.

Exercice 4
Contenu : Limites- continuité- dérivabilité d’une fonction, calcul d’aire plane.

Aptitudes visées : Reconnaitre que le nombre dérivé en a est la pente de la tangente a la
courbe au point d’abscisse a, interpréter graphiquement les limites en termes d’asymptotes
ou des branches paraboliques, déterminer la dérivée d’une fonction, calculer une intégrale

en utilisant une primitive, calculer une aire plane.

1)a) Si (I') était la courbe de f' alors f serait croissante sur R ce qui n'est pas vrai.
Donc la courbe de ' est () et celle de fest (I').

b) f(0)=1 , £'(0)=0 et £'(1)=0.
c)
X —an 0 1 +00
f + 0 - 0 +
1 +00
f / \ e /
0 3
2)
a)

Pour tout x € R,

f(l+x+x)—e"Q2x+1) _e"(l+x+x"—-2x-1) _ xe'(x-1)

S = (1+x+x%)° (I+x+x’)> (I+x+x2p
b) Pour tout x € R, f(x)~ f (1) =~ ; = (lxjx(i ;21 ;2 = (1(:-+x23))ci;2
Pour tout x € R, £(x)— f'(x) = %x f(x)
Me(&) |y=fK) y=f(x)
oM {M e~ {y 1w {f(x) =)

fX)=f' (X)) f(x)- f(x)=0< 2x+1=0 @x:_%

() (T) ={E(—%,§>}



d) Voici une méthode parmi d’autres.
* On pose : u(x)= 1+x+x? alors u'(x)=2x+1
Tableau de variation de f sur IR

-1
X B
u'(x) - . +
u(x) ~ 3 /
4

\ - 3 ,
D’apres le tableau de variation de u, ona: u(x)> 2 pour tout réel x

3 1 4
ux) 2 Z 1+ x+x2 = E M
* D’autre part ; X 2%:6"2 e;:eXZ% (2)
D’apres (1) et (2) on en déduit que f(x) = 4 et par conséquent
3e
-1 . 1+2x
Pour tout x > > ona: f(x)— f(x)>3\/_ Tri s
3)
a) A(t) = I_tllf(X)—f'(x)I de= [\ f(x)=- f (x)dx
2x+1
A(t)>3\/_.|.1+x+x
A(t)>%[ln(1+x+x )| ;
A= ey - 1(1——+—)
3Je /e 2
4 N W)
A(t)zﬁln(1+t+t) 3\/;1n(4)
A= ey — ln( )
3J_ J_ ,
b) 4 3 = lim A(t) = +o0
li 1 ———In(> o
1_150103\/_ n(l+¢+¢%) e n( ) +00



