MATHEMATIQUES
Section : Mathématiques
Session principale 2022

Exercice 1 :
0o, et (E):2* — 2¢°z+ (e*" - 4) =0.
1) A=4e™-4(e* -4)=16

z,=-2+e"etz,=2+¢"

S ={z,; z,}.
+ i0 )
2) a) Ona: 2 222 = 2% =e” =z, . Donc | est le milieu de [M,M, ].

b) Ona:aﬁ(ﬂ):zl—z,z—z etaﬁ(rB)zzB—zA:—Z.DoncM;@.
¢) Ona:IM, =AB donc t(I) =M, et Si(M1) =M.

M1 / I M2

J

z, -z, _ 2+e"+¢"

3) a) Ona: = —— =2¢€IR donc Je(AMy).
Z,—1Z, l+e
_ 2+ i6+ i0
ona: 2 —% = 2*e iee =2e IR donc Je(BMy).
Z,—1, -1+e

Ona:Im(zy) =sin@#0car 0e ]O, n[ , alors M1 ¢ (AB) et par suite (AM) et (BM1) sont sécantes.
Conclusion : (AM>) et (BM1) se coupent au point J.

.0 .0 0
g2 (elz —g 2 J
zZ, — 2 —1+e" () .
by =2 L= __ = =itg| — | €ilR donc (JM1) L (JM
) Zz _ZJ 1+ eIe ie{ ig -iej g(ZJ < ( 1) ( 2)

e?le?+e?

JM; xJM,

Aire(JMM,) = =4sin0

Aire(JM1My) est maximale si et seulement si sinf est maximale avec 0 € ]O, n[ :

Par suite 0 = E.
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1) Soit R=r

2)

a)

b)

Exercice 2 :

. .
(Bv_g)

Ona: (ﬁfsojE(ﬁ?ﬁ}(ﬁ?@jE_E_E[zn]z_f[zn].
12 4 3

ona: (ﬁ:f@j}g[zn] et (%fﬁjzg[zn]
(E?ofﬁ]E(@f?cj{?cfﬁjEg_g[zn]zom

Par suite les points O, D et B sont alignés.
On a le triangle BCD est isocele et R(C) = D donc BCD est équilatéral, d’ou CB = CD.
D’autre part le triangle BCA est isocele en C, d’ou CB = CA et par suite CA = CD.

Ona: (ﬁjﬁjz(@j@j—i—(@?ﬁjE—g-l-%[ZTE]Eg[ZTE]

Conclusion : Le triangle ACD est isocéle et rectangle en C.

Soit f la similitude directe telle que f(B) = A et f(O) = C.

a)

b)

d)

On a OAB est un triangle direct isocéle et rectangle en O et f est une similitude directe donc
Cf(A)A est un triangle direct isocele et rectangle en C et comme CDA est triangle direct isocéle et
rectangle en C alors f(A) = D.

Soit 6 une mesure de I’angle de f.

Ona:f(A)=Detf(B) = Adonc

ez(@jrcjz(go BAj+(ﬂjm)[zn]E[Bﬁjﬁj{@jm)m[zn].

Par suite 9EE—£+n[2n]z7—n[2n]z—5—n[2n].
4 12 6 6

Ona: f(D) = E et De(BO) donc f(D)f((BO)) par suite Ec(AC).

__5

Ona:f(D)=Eetf(A) =D donc (ﬁAﬁj =% [2n] par suite

"DE|=-> _T
(DA,DE]: ™ wl2n] = X[2n]
\
Ba.
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3)

€)

On a: fofof(B) = fof(A) = f(D) = E et fofof est la similitude directe de centre Q et d’angle
3x (—%n) = —%[27:] alors (Q—BAEJ = —g[Zn]

OA = OB et le plan est rapporté a un repéere orthonormé direct (OUA@)

a)

b)

c)

Ona: arg(z.) z(ﬁ?&j[m]

Ona: CA=CB et OA = 0B donc (OC) = med([AB]) et comme OAB est un triangle isocéle et
rectangle en O alors [OC) est la bissectrice de AOB et par suite on a:

(oﬁf&:)[zn] Eé(ﬁfo—sj[zn] = "2x]. doi arg(zc) = X[2x]..

Ona:f(B)=Aalorsza=azg+bavecza=1etzg=id’ou(ai +b) =1.
Ona:f(O)=Calorszc =azo + bavec zo=0d’ou zc = b.
* Comme f(O) = C # O alors QQ # O par suite zo # 0.
b
ol _1-a _ _
Z, b b b
1-a

. (Qof@jzarg(zi‘i][zn]zarg(l_;‘j[zn]zarg(l_i)_arg(b)[zn].

Q

1 Liv(b+ia) 1-i

* () est le centre de f donc z, = 1L par suite z
-a

Commearg(1-i)=-X[2x] et arg(b) =arg (z;) = [2n] alors (Q—ofg—sjz_g[zn].

4) Ona: (@fﬁjz—%[%] et ((TOTSTBJz—%[Zn] donc Qe (OE) et (QB)_L(QE) par suite le

point Q est le projeté orthogonale de B sur la droite (OE).

Exercice 3 :

Partie A

(E):19u+11v=1

1) a) Ona:19x(-4) + 11x7=—76+ 77 =1 donc (— 4, 7) est une solution de 1’équation (E).
b) Ona:19u+ 11v =19%x(-4) + 11x7 sig 19x(u+ 4) = 11x(-Vv +7)

Ona: 11 divise 19x(u +4) et 19 A 11 =1 donc 11 divise (u + 4)

Alors il existe keZ tel que u + 4 =11k sigu = -4 + 11k

Ona: 19x(u+4)=11x(—v + 7) sig 19x11k = 11x(—v + 7) sigv=7 — 19k
Vérification : 19x(— 4 + 11k) + 11x(7 —19K) = - 76 + 77 = 1.

Conclusion : Szxz = {(— 4 + 11k, 7 — 19k), ke Z}.

2) a) Ona:19 A 11 =1 donc I’équation 19u =1(mod11)admet une unique solution ue{1, 2, ....,10}.

Comme ona: 19x7 =133 =11x12 + 1 alors u = 7 est cette unique solution.

b) Ona:19 A 11 =1 donc I’équation 11v =1(mod19)admet une unique solution ve {1, 2, ....,18}.

Commeona: 11x7 =77 = 19x4 + 1 alors v = 7 est cette unique solution.

Soit I’équation (E,q ): X* = x(mod 209).
Partie B
1) Ona: 0°=0(mod209) et 1> =1(mod 209) donc 0 et 1 sont solutions de 1’équation (Ez09).

2) 209 =11x19.
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3)

4)

5)

1337 = 84x209 + 133 donc 133 =133(mod 209) par suite 133 est solution de 1’équation (Ez09).
77% = 28x209 + 77 donc 77% =77(mod 209) par suite 77 est solution de I’équation (Ez09).
a) x*=x(mod209) sig x(x—1)=0(mod209) sig 209 divise x(x — 1)
On a: 19 divise 209 et 209 divise x(x — 1) donc 19 divise x(x — 1)
On a: 11 divise 209 et 209 divise x(x — 1) donc 11 divise x(x — 1)
b) On suppose que X A (X —1) =d
Ona:ddivise x et d divise (x — 1) donc d divise x — (x—1) = 1, par suite d = 1.
Soit xe {2, 3,....... ,208} une solution de (E209).
a) On suppose que 19 ne divise pas x et 11 ne divise pas x alors 19 divise (x — 1) et 11 divise (x — 1)
donc 19x11 =209 divise (x — 1) ce qui est absurde car (x — 1) < 2009.
Conclusion : 19 divise x ou 11 divise X.
b) On suppose que x = 19k cela signifie que 19 divise x donc 11 divise (x — 1) (car si non 11 divise x
ce qui est absurde).
Ona:xe{2,3,....... ,208} et x =19k donc ke {1, 2,....... ,10}
Ona: (x-1)=0(mod11)sig 19k =1(mod11)d’apres Partie A 2) b) k = 7 donc x = 19x7 = 133
c) On suppose que x = 11p cela signifie que 11 divise x donc 19 divise (x — 1) (car sinon 19 divise X
ce qui est absurde).

Ona:xe{2,3,....... ,208} et x =11pdonc pe{l, 2,....... 18}
Ona: (x-1)=0(mod19)sig 11p =1(mod19) d’apres Partie A 2) b) p =7 donc x = 11x7 = 77
6) Six est solution de (E2n9) et xe {2, 3,....... ,208} alorsx =77oux=133etona:0, 1, 77 et 133 sont
des solutions de (E209).
Par suite les solutions de (E2o0) appartenant a {0, 1, 2,....... ,208} sont 0, 1, 77 et 133.
Partie C
1) Ona: y=x(mod209)donc y*=x*(mod209)par suite y*— y = x*—x(mod 209)

2)

x solution de (Ezo9) ssi x*—x =0(mod209) ssi y*—y =0(mod209)ssi y solution de (E200).
Soit yeZ une solution de (Ez00) et soit x tel quey = x(mod 209)

Alorsy = x + 209k avec xe{0, 1, 77, 133}
Par suite Sz = {209k, 1 + 209k, 77 + 209k, 133 + 209k avec keZ}.
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Exercice 4 :
Partie A

1) f(x):ﬁ; X € [1,+o0]

lim f(x) = lim 1 =0, donc la droite y = 0 est une asymptote a la courbe (£) au voisinage de +o.

X—>+00 x—>+0 |NX

. .1 . s
lim f(x) = lim T +o0, donc la droite x = 0 est une asymptote a la courbe ().
x—1" x-1" |NX

1

- .
In?>x  xIn?x

2) a) Lafonction f est dérivable sur ]1, +oo[ etona: f'(x) =

b) Ona: f(x) :—Lz<0 pour tout xe]1, +ool.
xIn“x

c) Courbe

3) Soit g la fonction définie sur ]1, +oo[ par g(x) = f(x) — x.
La fonction g est dérivable sur ]1, +oo[ etona: g(x) =f (x) — 1<0
La fonction g est continue et strictement décroissante sur ]1, +oo[ donc elle réalise une bijection de
]1! +Oo[ sur g(]11 +OO[) = ]-OO’ +OO[ =IR.
Comme OelR alors il existe un unique o€ ]1, +oof tel que g(a) = 0.
Ona:g(e)=1-e<0=g(an) et g est strictement décroissante alors a < e.
Conclusion : L’équation f(x) = x admet dans ]1, +oo[ une unique solution a et a <e.

Partie B

1) a) Ona:*x— Inxest dérivable sur ]1, +oof
t

€ .
*{—> t—n est continue sur ]0, +oo[

*In(]1, +oo[) = 10, +oo[ et Ina €]0, +oo[
Donc la fonction H est dérivable sur ]1, +oo[ et pour toutx >1 on a
Inx
H'(X):lxe :Ex X = 1
X In"x x In"x In

n

v
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b) La fonctiont — (f(t))" est dérivable sur ]1, +oo[ et a €]1, +oo[ donc la fonction F est dérivable sur
]1, +oo[ et pour tout x > 1ona: F’(x) = (f(t))" = I 1n =
n"x

Il existe une constante c tel que pour tout x > 1 on a : H(x) = F(x) + c.
On a: H(a) = F(a) = 0 donc ¢ = 0 et par suite H(x) = F(x) pour tout x > 1

2) U=[(F()dt, ne

Ine et 1 et
a) Pourtoutnzl,Un:F(e):H(e):j —ndt:j — dt.
Ina t Ino t
b) Soitn>2,0na: 1<a<edonclna<l
t
lnagtglalorsagetgealors%Sf—nﬁin car t" > 0.

. e' e )
Les fonctions t _)tg”’ t —>t—n ett —>t—n sont continues sur [Ina, 1] doncona :

1 t 1 1 _ 1
ocjl —dtsj1 e—dtéej'l — dt donc o = ><i <U, <e ! xi_
Ina. ¢ o ¢" tna. ¢ n-1 t™] " n-1 t™

In Ina

Par suite —— (@™ -1H<U, < L(an-l ~1).
n-1 1

nina

c) Pourtout neIN*, ona: LA Ina
n nino
e a"
Comme Ina>0 et lim — =+o0 alors lim — = +o0
X—+0 ¥ n—>+o N
o' —a o 1_%
Pour toutn>2, U, > % (@™ -1y et I|m—(oznl 1) = lim = lim —x—% — =40
n-1 © N — n>+o N —1 n—+o [ 1_&
n
Par suite lim U, = +o.
n—+o0
-
4 U, e 1
d) Pourtoutn>2, <—r <—(———)
n-1 o n—1
_1- nll u
Comme lim =0 et I|m—(———) 0 alors lim —-=0.
nN—+wo n-— n—>+oon_1 o a n—+00
n
3) Soit S, = (k-2)U,, n>1.
k=1
. . e
a) SoitneIN*, U, = Lm t_ndt'
1
u(t) = — =
On pose : ® t" alors i = I
Vi(t) =€ v(t) =¢'
. 1
— _pa_ Ml - =
Par suite U, = {—nl +n'[ e dt=e —m+nu =e—-a +nU_,, car a o
2 2

b) *Pourn=1o0na:S = Zk 2)U, =(1 — 2U,=-U, et +(1 De-U, =-U,
k=1
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Donc la propriété est vraie pour n = 1.
* Soit ne IN*

n+1 2 n+2

On suppose que S, —+(1 n)e—U_ et montrons que S, ,,

oa—1 o—1

n+1l n
Ona:S,, =) (k-2)u,= Z (k=2)U,+(n-DU,,, =S, +(n-)U,,

k=1 =1

n+l 2 n+l 2

Sy = St (=)o =U, + (1-DU,., = Sk (- + 0 -
04

n+l 2 n+l n+2 2
o —a o (a—1 o -
S =——ne+(—)—Un+l=——ne—Un+l
oa—1 oa—1 oa—1
n+l 2

Conclusion : Pour tout ne IN*, S_ =%+(1—n)e—un
a_

o 1
S 42 n Ll U
c) Pourtoutne IN*ona: "t=—% 4+ —(=-le-—"
o oa—1 o o o
. 1 .. n
Ona:a>1donc lim —=0, lim —= =0
n—>+0 (y, n—>+0 (y, n—>+0

) . S o
Par suite lim =~ =—.
Nn—+o0 an a_l

777

n+1

+(n-HU,



