MATHEMATIQUES
Section : Sciences de I’informatique
Session principale 2022

Exercice 1 :
1) a) (2+i) =4+4i-1=3+4i
b) A=[~(4-3i)] —4x1x(1-T7i)=3+4i=(2+i)

(4-3i)+(2+i) 1-zietz, - (4-3i)+(2+i) _a_i
2 2
Par suite S, ={z,;z,}.

D’ou z, =

2) &) z,-2,=(3-i-1+2i)=2+i et 7,2 =(3-i-1-8i)=2—i=2+]
Par suite (zA—zB)x(zA—zC):loi
b) Ona (zA—zB)x(zA—zc)zloi ciR" , donc les vecteurs BA et CA sont orthogonaux.

Donc ABC est un triangle rectangle en A, d’ou A appartient au cercle de diametre [BC]

Par suite A appartient au cercle C
3) a) Ona:Qle centre du cercle de diametre [BC], donc Q est le milieu de [BC].
Zg+2Z, 1

=1+=1i
2

Par suite QA =z, —z,|= 2—§i = /4+§=§
2 4 2

b) Cest le cercle de diamétre [BC]donc il est de rayon QA :g

D’oil Z,, =

Ona: Meg donc QM=§

(x—1)+(y—%ji :gsig \/(x—1)2+(y—%j2 :gsig (x—1)2+(y—%
4) a) Aff (ﬁ?) =2, —2Z5 =5i donc (BC) est paralléle a I’axe (O,\?).

Ona: He(BC) donc Re(z,,) =Re(z;) =Re(z;) =1

H est le projeté orthogonal du point M sur la droite (BC), donc (MH) L (O;V)

Par suite (MH)]| (O;u) donc Im(z,) = Im(z,,) =y Ainsi z, =1+iy
MHxBC

|z, -2 |:§sig
M Q 2

b) HM est une hauteur du triangle MBC, S=
Ona: HM=|z,, —z,|=|x+iy—1-iy|=|x-1] etBC =5

Par suite S= g|x 1.

S:5c>g|x—1|=5<:>|x—]4:2c>x=30ux=—1
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2 2 2
Orona (x—1)2+(y—%j :§ donc (2)2+(y—%] :§<:>(y—%j :%<:>y:2ouy:—1

Par suite z,, € {3+2i;3—i;—1+2i;-1-i}.

Exercice 2 :
1) a) Ona:3x1-4x(-1)=3+4=7donc (1;-1) est une solution de (E”).
b) Ona: 3 et 4 sont premiers entre eux donc (E’) admet des solutions.
Comme (1; -1) est une solution de (E’) alors 3x —4y =3x1-4x(-1) < 3(x-1) =4(y +1)
4 divise 3(x-1) et 4 A 3 =1 donc d’apres Gauss on a : 4 divise (x-1) donc x-1= 4k avec keZ
Par suite x =1 + 4k avec keZ
3(l+4k-1)=4(y+1)douy=3k —1avec keZ
Ona:3(4k+1)-4(3k-1)=12k+3-12k+4=7
Par suite Szxz = {(1 + 4k ; 3k — 1) ; keZ}.
2) a) a,=4n2+8n-3=4n2+8n-4+1=4(n>+2n-1)+1
b,=3n2+6n-4=3n2+6n-3-1=3(n2+2n-1)-1
Donc a, = 4ko + 1 et by = 3ko — 1 avec ko =n?+2n -1 ou nelN.
Par suite (an ; bn) est une solution de (E”).
b) Ona: (an; bn) est une solution de (E’) donc 3an — 4by =7
dn divise an et dn divise bn donc d divise 3an — 4bn d’ou dn divise 7
dneD7={-7;-1;1;7}, ordn>0doncdn=1oudn=7
3) a) a,—-b, =4n2+8n-3-3n2-6n+4=(n+1)°

b)
Reste de la division de n par 7 0 1 2 3 4 5 6
Reste de la division de (n + 1)2 par 7 1 4 2 2 4 1 0

4) a) dy divise anet dn divise b, donc dy, divise (an — bn) d’ou dn divise (n + 1)?
Donc si dn = 7 alors 7 divise (n + 1)> d’out (n+1)2=0[7]par suite n=6[7]

b) n=6[7]=n2=1[7]= 4n?2=4[7]
D’autre part 8n—3=3(7] donc a, =0[7]
3n2=3[7] et 6n—4=4[7] donc b, =0[7]
Par suite si n=6[7] alors a, et b sont divisibles par 7.
c) Ona:d,=1loua,=7
Si n=6[7] alors a, et b sont divisibles par 7 donc d, divise 7 par suite d = 7.
n= 6[7] <d, =7
Sinonalors d, = 1.

Exercice 3 :

D |-

1) a)u,=e’u,=letu,=e'u =e'xl=e'=

b)Ona: u,=1>0
Soit nelIN. On suppose que u, > 0et montrons que u,,, >0
Ona:u,>0ete">0doncu,,=€e"u, >0
Par suite pour tout nelIN, u, >0.
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c) Ona:n>0<-n<0<e"<letonau,>0 doncu,, =u
Par suite (u,) est une suite décroissante.
d) Ona: (u,)est une suite décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente.

xe™" <u

n n

2) a)PourtoutnelN,ona: v, , -V, :In(unﬂ)—ln(un)zln(m)=In(e‘”):—n
u

n

b) Pour n =0, onavozln(u0)=ozw
Soit neIN. On suppose que Vv, :wmommns que V., =—(n+—21)><n
— — _ _n2 _
Ona:v,,=-nN+v, =-n+ n(n 1): 2n—n?+n _ n(n+1)
2 2 2
—nx(-1)

Par suite pour tout nelN, ona:v, = 5
-n(n-1)
3) a) PourtoutnelN,ona: v, =In(u,)<u, =e" =¢e 2

. . -n(n-1)
b) Ona lim w:—w donc lime 2 =0, parsuite limu, =0.

n—>+o0 N—>+0 n—>+o0

Exercice 4 :

1) Ona: g(-In2)=0et g est strictement croissante surR .
Si x<-In2 alors g(x)<g(-In2)=0
Si x>-In2 alors g(x)>g(-In2)=0

2) a) XImef(x) = Xlimw 2e*(e* -1 =0car lime*=0.

X—>—00

Donc (F) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.

b) lim f(x)= lim 2e*(e* —1) = +oo car lim e" = +o0,

X—>+00 X—>+o0

lim 1) jim 28 (6" —1) = 1o0 car lim & = +on.

X—+0 X X—+0 X X—+00 ¥

Donc (F) admet une branche infinie parabolique de direction celle de(O,]) au voisinage de (+oo).

3) a) Pourtout xeR,ona:f(x)=2e"(e* —1)+2e"(e*) = 2¢* (2e* —1) = 2e*g (x)

b) f(~In2)= 2(6%}(6%—1] - 2(%){%_1) - —%.

Le signe de f (x) est celui de g(x).

X -00 -In2 0 +00
fx) — e) +
. 0 )(*X +00
_1
2
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4) a) Pourtout xe R, ona: f(x)-g(x)=2¢" (e -1)-2¢* +1= 2(e2X — 2¢" +1)—1

:Z(ex—l)z—lzz{( ) - ﬂ

> 1 1 1 2+2 2-2
f(x)-qg(x)=0 gf-1) =—ce-1l=—oue-1=——=e* = oue=——
(})-g(x)=0= (e -1) =Z = NG NN 2 2

Par suite f(x) =g x—In(ZJrzﬁJ ou x=In {2_2\5]

D’autre parton a : g[ ( ]: 2+\/7—1 1++/2.

e

Donc les courbe (C)et (T')se coupent aux points A[ 2 2\/— 1- f] ( 2+2ﬁ;1+ﬁ]

b) (0)=2¢°(e"-1)=0

X
f(x) = (O

5) a) Pourtout xeR,ona :%[f' (x)-9g (x)] :%[Zex (2ex _1)—2ex] - %(4er _4ex)
Par suite %[f (x)-g'(x)]=2(e” —e*)=f(x)

b) I:_[_Olnz|f(x)|dx:—j_0I T x)dx:_l OIZ : )_g'(x)]dx:—%[f(x)—g(x)]fm.

Par suite I:—%[f(o) g(0) ]+ [f ~In2)- In2)]:%.
c) I, :j:nz‘f(x)‘dx :j_l i (X )dx :—I i 2[ —g'(x)]dx :%[f (x)-g(x) ] .
Par suite I:%[f( ]——[f ~In2)- InZ)J:%[f(a)—g(oc)}%.
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ou a=1In

) 1, =12 [f(a)-g()]+ ) o(a) a:m“f 2‘2@

Comme ona (a <0) alors a.=

e) La partie hachurée est sur la figure de la courbe.
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