MATHEMATIQUES
Section : Mathématiques
Session de contréle 2022

Exercice 1 :

1) Soit R = S)0S g -

a) Ona: R estlacomposée de deux symétries axiales d’axes sécantes au point O donc R est la

rotation de centre O et d’angle 6= 2(073?@) = 2(—%)[271] = —g[Zn]

b) Ona: OEF un triangle rectangle en E et (ﬁAﬁj zg[Zn] donc (O—FA@) zg[Zn]

Ona:aussi | =0 « F donc (aA@JE(@Aﬁj zg[Zn] et IE = 10 donc OIE est un triangle

équilateral direct.
OE =0l

Ona: (ﬁ?ajz—g[&t] < R(E) =

2) Soit h = h(o,2) et on pose f = hoR
a) f(E) =hoR(E) = h(l).
Ona: I=0+«Fdonc OF =20l d’ou h(l) = F par suite f(E) = F.
b) festla composée d’une homothétie de centre O, de rapport 2 > 0 et d’une rotation de méme centre

O, d’angle (—g) alors f est une similitude directe de centre O, d’angle (— g) et de rapport 2.

3) a) Ona: OEl est un triangle équilatéral et (OA) = med[IE] donc (OA) est la bissectrice intérieure de
I’angle EOI par suite (ﬁ Aﬁj E%x (—g) [2n] = —%[27:] .

(ﬁsbAj z(ﬁsfo—E]{o—Efo—AJ[zn] z(—g]{—gj[zn] =—2[2n)

Dans le triangle rectangle OBA on a: OA = ! —= % =2donc OA=2x0B
cos— -
3 2

Conclusion : OA =2xOB et (EA\AO—BJ = —g[Zn] donc f(B) = A.
b) Le triangle OAB est rectangle en B et (EAAO—BJ = —%[27:] donc

(A—BAEJ = (EAEJ[%] zg[Zn] , d’ou (EAA@) = (AEAA—O)[Zn] = %[27:] par suite le

triangle EOA est isocele en E donc EA = EO.

Ona:f(B) =Acetf(E) = F donc AF = 2BE, or % = sing :% (OBE triangle rectangle en B)

d’ou AF =2BE = EO, et comme IF =IE = EO (I milieu de [OF] et OEF triangle rectangle en E)
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alors AF = AE = EI = IF, par suite le quadrilatére AEIF est un losange.

4) Soit g la similitude indirecte telle que g(B) = Aetg(E) =F

3)
b)

d)

e)
f)

5) a)

b)

Ona:g(B)=f(B)=Acetg(E) =f(E) = F donc f et g ont le méme rapport par suite le rapport de g
est égal a 2.
On a: AEIF est un losange donc AEF est un triangle isocele en A par suite

(ﬁfﬁj;(ﬁfﬁj{zn].

Ona:g(B)=A, g(E) =Fetg(F) = Ket comme g est une similitude indirecte donc
(ﬁfﬁj E_(ﬁ;fﬁj[zn]

Ona: Ec[BA] donc (@?Eﬂz(g\?ﬁjpn]E(ﬁ?ﬁ)m[zn]

D’ou (ﬁ?ﬁj = —(ﬁ?ﬁj%ﬁtpn] par suite (ﬁ?ﬁ) = n[Zn]

Conclusion : Les vecteurs FE et FK sont colinéaire et de sens contraires donc Fe[EK]

g est une similitude indirecte de centre Q et de rapport 2 donc gog = h, 4.

gog(E) = g(F) = K donc QK = 4x QE donc Qe(EK) = (EF) et Q#[EK] donc Q¢ [EF] car Fe[EK]
Comme g(E) = F alors I’axe de g porte la bissectrice intérieure de EQF, or Qe (EF)\[EF] donc
I’axe de g est la droite (EF).

On a: Qe(EF)\[EF] et QF = 2QE alors € est le symétrique de F par rapport a E.

1'l

On a : AEIF est un losange donc Ser(1) = A, la forme réduite de g est g = h(q, 20Sr) alors
g() =h, 20SEr(l) = =h@ 2(A) e(QA) et comme g(Q) = Q alors g((Q2)) = (QA).

On a: Les points A, Q et g(I) sont alignés et comme g est une similitude indirecte donc
g}(A) =B, gY(Q) = Q et g*(g(l)) = | sont alignés.
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Exercice 2 :

c: 1
1) a) p(A)=—2=—
) a) p(A) ¢ 10
= C: 3 7
) p(B) p(B) c: 0°-10
2) a) X(Q):{_zv _11 0’2}
CixCr 1 cixct 1 7
X:—2 :#:—’ X:—l :1—12—, X:O = B =—,
p( ) < 10 p( ) < 10 p(X=0)=p(B) 10
CixCt 1
X:2 = 1 1:—_
P( ) Cé 10
b) E(X):—2xi—1xi+0xl+2xi:—i:—O,l
10 10 10 10 10
V(X):E(Xz)—(E(X))Z:4xi+1xi+0xl+4xi—izg—i:&g
10 10 10 10 100 10 100

3) Lavariable aléatoire Y suit la loi binomiale de paramétre (n, %)

7 3 m 3 7nx 3t
a Y=1 ICl— _n—1:_ _n—1:
) POY=D=C, 10> (G) =107 () 10"
7n
b)Ona: E(Y)=—.
) (Y) 10

E(Y)>5< Z—g >5&n> ? donc la plus petite valeur de n vérifiant E(Y)>5 estn =8.

Exercice 3 :
Partie A
1) x=1 (mod p) alors x3 = 13 (mod p) donc x3 = 1 (mod p) d’ous x est une solution de (E).
2) a) On suppose que p divise x alors x = 0 (mod p) alors x3 = 0 (mod p) absurde car x3 = 1 (mod p)
On a : p est premier et ne divise pas x alors d’aprés Fermat xP* = 1 (mod p)
b) Ona: p=2(mod 3) et p > 3 alors il existe meIN" tel que p=3m + 2
xP1 =1 (mod p) alors x*™ 1 =1 (mod p) alors (x*)™.x = 1 (mod p).
Orona: (x3™=1 (mod p) donc x = 1 (mod p).
3) Ona: xestsolution de (E) si et seulement si x = 1 (mod p).
Par suite Sz = {1+ kp, keZ}

Partie B
1) Ona:(x®-1)=(x-1)(x2+x+1)
x3=1(mod 43) ssi x3-1=0 (mod 43) ssi (x — 1)(x2 + x + 1) =0 (mod 43)
ssi X - 1=0 (mod 43) ou x2+ x + 1 =0 (mod 43) car 43 est premier
2) a)(2X+1)2+3=4x2+4Xx+1+3=4x2+4X+4=4(x2+x + 1).
302 =900 = 21x43 — 3 donc 302 =— 3 (mod 43).
b) (x2+ x + 1) =0 (mod 43) alors 4(x2 + x + 1) =0 (mod 43) alors (2x + 1)2+ 3 =0 (mod 43)
alors (2x + 1)2 = -3 (mod 43).
(2x + 1)2 =-3 (mod 43) alors (2x + 1)2+ 3 =0 (mod 43) alors 4(x2+ x + 1) = 0 (mod 43) et
comme 43A4 =1 alors (x2 + x + 1) = 0 (mod 43).
Conclusion : (x2+ x + 1) =0 (mod 43) si et seulement si (2x + 1)2 =— 3 (mod 43).
c) (x2+x+1)=0(mod 43) ssi (2x + 1)2 =— 3 (mod 43) ssi (2x + 1)2 = 302 (mod 43)
ssi (2x + 1)2—302=0 (mod 43) ssi (2x —29)(2x + 31) =0 (mod 43)
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ssi (2x —29) =0 (mod 43) ou (2x + 31) =0 (mod 43) ( car 43 est
premier)
Conclusion : (x2+ x + 1) =0 (mod 43) ssi (2x — 29) =0 (mod 43) ou (2x + 31) =0 (mod 43)
3) a) 22x2 =44 =43 + 1 donc 22x2 =1 (mod 43).

b) Si x solution de (Ea3) alors x = 1 (mod 43) ou (2x — 29) = 0 (mod 43) ou (2x + 31) = 0 (mod 43).
(2x—29) = 0 (mod 43) alors 2x = 29 (mod 43) alors x = 22x29 (mod 43) alors x = 36 (mod 43).
(2x + 31) =0 (mod 43) alors 2x = -31 (mod 43) alors x = 22x(-31) (mod 43) alors x =6 (mod 43).
Réciproquement :

Six =1 (mod 43) ou x = 36 (mod 43) ou X = 6 (mod 43) alors

x% =1 (mod 43) ou x® = 36 (mod 43) ou x3 = 6 (mod 43) alors

x% =1 (mod 43) ou x® = (-7)% (mod 43) ou x3 = 216 (mod 43) alors

x3 =1 (mod 43) ou x* = 1 (mod 43) ou x3 = 1 (mod 43) alors x® = 1 (mod 43).
Conclusion : Sz = {1 + 43k, keZ} {36 + 43k, keZ} U{6 + 43k, keZ}.

Exercice 4 :
Partie A
-X 2X -X X
e e xe e
1) PourtoutxelRona: (-x) elRet f(-x)= = = =f(x
) ( ) ( ) 1+e—2x e2x (1+e—2)() 1+er ( )
Alors f est une fonction paire sur IR.
) ) X ) % . 1 .
2) limf(x)= lim € 5= lim _e—= lim — =0, donc la droite y = 0 est une
X—>+0 x—>+0 ]+ e X X—>+0 ex (e X + ex) X—>+0 @ X + ex

asymptote a la courbe () au voisinage de +oo.
e (Ll+e™)—2e¥e* e —e¥ e*(1-e¥)

3) a) La fonction f est dérivable sur IRetona: f (x) = 5 = e = vt
d+e™)? @+e™)2 (L+e™)?
b) Ona:f (x) = 0ssix = 0.
f2(x)>0ssi1—e*>0ssie**<1ssi2x<0ssix<0.
X —00 0 +oco

r'e + i
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4)

/ ©

Partie B
Soit F la fonction définie sur 10, +oo[ par F(x) = J'Omxf (t)dt

1)

2)

3)

La fonction In est dérivable sur ]0, +oo[ et pour tout xe]0, +oo[, InxelR.
La fonction f est continue sur IR.
Par suite la fonction F est dérivable sur ]0, +oo[

PourtoutXG]0,+oo[ona:F'(x):lf(lnx):lx x __1 .
X X 1+x%2 1+4x2

Soit la fonction g(x) = tan x.

a) La fonction g est continue et strictement croissante sur }Og[ et g(}o, g{) = ]O,+oo[, donc g
réalise une bijection de }Og[ sur ]0, +oo.
b) Ona: g(%) -1 donc g™(1) :%

g est strictement croissante sur }O,E[ et g(}o, E{) =10,+00[ donc lim g™*(x) :g

N

2 X—>+00

c) Ona: gestdérivable sur }Og{ et pour tout xe }Og[ g’(x) = 1 + tan>x = 0 donc g est dérivable

sur 10, +oo.
1 1 1 1

g () g(y) l+tanzy 1+x2

Soit xe 10, +oo[. On pose y = g™*(x) alors (g7!) (x) =

On a: pour tout xe 10, +oo[, F *(x) = (g1)’(x) donc F(x) = g}(x) + c.
Comme F(1) =0et g (1) zg alors ¢ = —% , par suite F(x) = g‘l(x)—%
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4) SoitA>0.

a) AQ)=[ f(tdt=2[ f(tdt=2 "t (1)t = 2F(e?)

b) Ona: lime* =+ et lim F(x)= lim g° (x)—zzg

R_r
4 4

Par suite lim A()) = ox T
A—>+0 4 2
Partie C

On considére la suite | = J‘:t”F(et)dt ,nelN”.

1) a) Pourtoutx >1, Inx >0 et f(t) > 0 donc F(x) = J';nxf(t)dt >0
Or pour tout t > 0, ' > 1 donc F(e') > 0.

Pour tout x > 0, g'l(x)e} 2[alors F(x) = g‘l(x)—z g—gzz donc F(e' )<— pour tout t > 0.

Conclusion : Pour toutt >0, 0 < F(e") sz

T T 1 T 1
b) Ona: Pourtoutt>0, 0< F(e‘)sz donc Ost”F(et)st“Z d’ouOSIOt”F(et)dtszj'ot”dt

n+1 1
D’ou pour tout neIN” OSInSE par suite 0< 1 < T
41 n+1 0 4(n+1)
Comme lim =0 alors lim1, =0.
N—>-+0 4(n +1) N—>+0
2) a) Ona: I, =th”F(e‘)dt
't)=f
U(t) — F(et) u (t) (t)
On pose alors -+
vit)=t" v(t) =
n+1
1
\ Fe) 1 ¢
D’ou | e' " (t)dt = —2 — " (t)dt
{ } -f ® n+1 +1-"0 ®
b) Ona: I < r__FE (¢D)

"T4(n+1) n+l

1 1
D’autre part on a pour tout réel t, f(t) < 5 alors pour tout te[0, 1], 0 < t"f(t) < Et”” donc

1 n+1 1 1 n+1 N 1 n+1 1 H

osjt f(t)dts—jt dt d’ou osjot f(t)dtsz(n+2) par suite
j ™ (t)dt < P J'lt““f(t)dtZ—; par suite
2(n+1)(n+2) +170 2(n+)(n+2)

In F(e) J- tn+lf(t)dt> F(e) _ 1 (2)

N+l n+1d n+l 2(n+1)(n+2)

‘ F(e) 1 F(e)
D’ I)et(2 <1l <—= par suite

apres (Det@)ona: o = i me2) " “ne1 P
n . T

— " <ni <" Fe) donc limnl =F(e)=gt(e)-=
n+1 Fe) 2(n+)(n+2) " n+l © Nt ©)=9"() 4
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