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Exercice 1 :

1/ a/ OABC est un rectangle de centre | donc 10 = IC et comme

2)

3)

b/

c/

b/

c/

(Gi , &szg—g[zn] ou encore Eﬁi , FC) zg[Zn] alors 10C est

équilatéral.
Ainsi IB=10=0C et OD = OC alors OD = OB = 0, par suite il existe un
unique déplacement f tel que f(O) = I et f(D) = B.

(o—D’T@j _ (%oﬁf%as’][zn] _ [ﬁf@’j{zn] =2[2n]
Comme %;t 2kmt donc f est une rotation d’angle g

Le centre Q de f est le point d’intersection des médiatrices de [Ol] et [BD].
med([O1]) N med([BD]) = {Q}

g est I’antidéplacement tel que g(O) = | et g(D) = B donc g soit une symeétrie
orthogonale soit une symétrie glissante et comme on a
med([Ol]) = med([BD]) alors g est une symétrie glissante.

g(0) = 1 g(B) = D donc I’axe de g est la droite des milieux des segments [Ol]

et [BD] qui est (IK).

On sait que I’axe de la symétrie glissante est globalement invariant c¢’est-a-
dire que g((JK)) = (JK).

Maintenant : E€(OD) donc g(E) <(IB) et E<(JK) donc g(E) €(JK)

Il vient alors que g(E) (IB) n (JK) ={J}, par suite g(E) = J.

g =081y =S j\ot; et comme Ee(JK) alors g(E)=t;(E)=1J et par suite
u=EJ.

CO”CIUS'O” . g = tEOS(JK) = S(JK)Otﬁ .
On a fog est la composée d’un déplacement et un antidéplacement donc
c’est un antidéplacement.

fog(O 1[9 )|=f"[1]=0 et fog(D)=f"*[g(D)]=f"[B]=

Ainsi, f 1og et S(OA) sont deux antidéplacements qui coincident en deux

points distincts O et D donc f og =S0a)-



f~0g =S(0ay donc g~of =S o) 0u encore f =goSya).-

Par suite f(E):goS(OA)(E):g[S(OA)(E)]:g(E):J
b/ f(O)=1, f(E)=J etfconserve les distances alors OE = 1J et comme

0OJ=1 alors OE=0J
La rotation f de centre Q envoie E sur J donc QE = Q3J
Les points O et Q sont équidistants des extrémités du segment [EJ] donc

(0Q)=méd[EJ], (OQ) L(EJ) et Ke(EJ) alors (0Q) L (JK)
4) al Z,=0I eigzoc eig: ei%.

b/ sinE:E donc OB:E:Z et par suite Zg —2e'6
6 OB n
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5) a/ Sioa)(M)=N et E<(OA) alors EM=EN et

(m’fﬁ\ijz—z(ﬁfﬁ)[zn]z—%[zn] et par suite r(M)=N.

b/ S(OA) (M) == N
f et r sont deux rotations d’angles opposés donc for est une translation.
De plus for(E)=f(E)=J donc for=t_;

F(N)=for (M) =tg; (M) =tg; (97(P)) = tey (1,208 ) (P)) =Sy (P) =P
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Exercice 2 :
1) &/ Pourn=0, 21° =1 et 1+20x0=1donc 21° =1+ 20x0(mod100).
Soit n e IN. Supposons que 21" =1+20n(mod100) et montrons que
21" = 21+ 20n(mod100).
21" =21x 21" (mod100) = 21x (1+20n )(mod100)
=21+ 20n +100x 4n(mod100) = 21+ 20n(mod100)

D’aprés le principe de récurrence, pour tout n e IN, 21" =1+ 20n (mod 100).
b/ 2021=21(mod100) donc

2021°%%' = 21°%(mod100) =1+ 20 x 2021(mM0d100) = 21(mod100).

Donc les deux derniers chiffres du nombre 20212°**sont 2 pour les dizaines
et 1 pour unité.

2) E={x,xeZ/¥neIN,x"=1+n(x~1)(mod100)}
Soit neIN, d’apres 1) a/, 21" =1+ 20n(mod100) ou encore

21" =1+n(21-1)(mod100) et ceci prouve que 21<E.
3) a/ Soit xE.

x" =1+n(x—1)(mod100) est vraie pour tout entier naturel n.
En particulier, pour n=2 ; x*=1+2(x —1)(mod100)

sig x* =2x-1(mod100)

sig x* —2x +1=0(mod100)

sig (x —1)° =0(mod100)




b/

Reste modulo 10 de a 0l1]2)|3 |4
Reste modulo 10 de a2 0|14 ]9|6|5[6|]9|4]|1

ol
o
~
oo
©

Le tableau de congruence précédent montre que

a2=0(mod10) ssi a=0(mod10).

(x —1)° =0(mod100) sig (x —1)2=10x10k(k € Z) c’est & dire
(x—1)2=0(mod10) donc x —1=0(mod10) ou encore x =1(mod10).

Autrement :
On note r le reste modulo 10 de (x—l).

Si (x —1)n’est pas un multiple de 10 alors r e {1,2,3,4,5,6,7,8,9} =A

Reste modulo 10 de x - 1 112 (3|4 |56 |7 (89
Reste modulo 10 de (x - 1)? 11419 |6 (5|6 1|9 (4|1

Avec cette hypothése (x -1)2 n’est pas un multiple del10 par conséquent le
chiffre des unités de (x -1)2 est non nul par la suite (x -1)2 n’est pas
divisible par 100.

Conclusion : x —1=0(mod10) ou encore x =1(mod10).
Ou bien :

Comme (x -1) 2 =0 (mod100) alors chacun des entiers (naturels) premiers
2 et 5 divise (x -1)2 par conséquent 2 divise [x —1] et 5 divise|x —1]
De plus 2x5 = 10 alors 10 divise [x —1| (car 2A5 = 1)
Ainsi x—1=0(mod10) ou encore x =1(mod10).
4) SoitqeZ
Montrons, par récurrence, que :
Pour tout neIN, (1+10q)" = (1+10nq)(mod100)

e Pourn=0,(1+10q)° =1=1+10x0xq d’ou
(1+109)° = (1+10x0x q)(mod100).
e Soit neIN. Supposons que (1+10q)" = (1+10nq)(mod100) et montrons
que (1+109)""™ =(1+10(n +1)q)(mod100)
(1+10q)"™** = (1+10q)(1+10q)" = (1+10q)(1+10nq)(mod100)

=1+10q +10nq +100ng?(mod100).
=1+10(n+1)q(mod100)



Conclusion : Pour tout nelN, (1+10q)" = (1+10nq)(mod100)
5) D’apres 3) b/, Si xeE alors x=10q+1(qe Z).
La réciproque est assuréee par la question 4).
Eneffet: x" =(1+10q)" =(1+10nq)(mod100)
sig x" =(1+n(1+10g—1))(mod100)
sig X" =(1+n(x —1))(mod100).
Conclusion : E={10q+1,q € Z}

Exercice 3 :
. . 1+Inx . .
1) a lim ¢(x)= lim =—oo donc la droite x = 0 est une asymptote & (C).
x—0" x—0" X
. .1 Inx : N
lim ¢(x)= lim =+—==0 donc la droite y = 0 est une asymptote a ()
X—>+00 X—>+00 X X

au voisinage de (+x).

1
()x—(lﬂnx)
b/ Pour tout x € ]0,+o0[ , ¢'(x) =X/ —_";X.
X X
c/
X 0 1 +0o0
¢'(x) + ¢ _
1
- 0
) 1
d/ @(x)=0 sig X=".
x 1+In(x+n)
2/ a nelN". ¢, (x) n ;X € ]-n,+o0|
1+In(x+n)

=@(x+n) avec

Pour tout X € |-n, +oo[ , @, (X) X+n

X +n e 0,+o0[ donc N(x,¢,(x)) (&) ssi M(x+n,@(x+n))e(E,)



- -
et comme ¢, (X)=¢(x+n) alors MN =-n i c’est-a-dire que (&) est

_)
I’image de (&) par la translation de vecteur —n i .

%
b/ () est 'image de () par la translation de vecteur — i .

3) a hy(X)=¢n(x)—¢(x) ;xe]0,+o0].
Soit x>1. hy (X) =@, (X)—@(X)=¢(x+n)—@(x) et comme x+n>x>1
et que ¢ est strictement décroissante sur ]0,+o[ alors h, (x)<0.
_Inx In(x+n)
x* (x+ n)2
Comme x €]0,1] et que x+n>1alors Inx<0 et In(x+n)>0 d’ou
hn'(x)<0
¢/ *Sur [1,+o0o[, h,(X)<0donc I’équation h,,(x)=0 n’admet aucune solution.
* h, est continue et strictement décroissante sur ]0,1], donc elle réalise une
bijection de ]0,1] sur hy,(]0,1]) =] hy(1),+| et comme h, (1) <0 (3)a/)
alors I’équation h, (x)=0 admet une solution unique o, dans ]0,1].

b/ Soit xe10,1]. h,'(X)=9'(X+n)-0¢'(X)

Il reste a verifier que 1 <op<l.
e
Ona: h,(1)<0, il suffira alors de vérifier que h, (lj >0
e

1
1+In(+nj 1
o )-n( 2o ) -an( 1) o Gear e
e e e e tin
e

4) al 1<ocn <1 et1<an+1<1 donc 1+1<1+0Ln+1<2.
e e e

. 1 .
Ainsi, 1+ a1 >1+~=>1 etcomme a, <1 alors 1+ a,,q > a, et par suite
e

n+l+o,4>n+a,.



b/ n+l+a,,>n+a,>1et ¢ estdécroissante sur [1,+o| donc

P+ L+ ) <o(n o) (1
Comme ¢(x+n)=¢,(x) alors ¢(n+1+0p,1)=¢ni(0tn,g) et
o(N+o,)=0n(ay) donc I'inégalité (1) s’écrit : @ q1(ang)<@n(an) (2)
D’autre part, h, (o) =¢p (an ) —@(a,)=0 alors ¢ (o, ) =¢(, ) et aussi
Pni1(ny) =9 (0n,) et par suite 'inégalé (2) s écrit : @(on,1) <o(ay).

¢/ ¢(ans)<e(oy), lestermes de lasuite (o, ) sont dans ]0,1] et la fonction
¢ est strictement croissante sur cet intervalle donc a4 <o, .

La suite(a,, ) est ainsi décroissante et minorée par = alors elle va converger
e

vers une limite |

d/ 1<ocn <1l donc -1<In(a,)<0 d’ot 0<1+In(ay)<1
e

Par suite O<(p(0Ln)<l etcomme lim S =0 alors lim o(o,)=0.
n n—+oo N N—+o0

On pose B =o(a,) .
La fonction ¢ réalise une bijection de E,l[ sur 10,1

lim o, = lim (P_l(Bn):(P_l(O)ZE'

N—+00 N—+00 €

Autrement :

(a ) est convergente alors |im (n+a )=+oo
n n>1 n

N—+o0

De plus 1im ¢(x)=0 alors  lim ¢(n+a )=0

X—>+00 n—+oo

De I"¢galité o(n+o,)=0¢(0,) ondéduit que tim o(a )=0

N—-+o0

lim (o, )=0 -POSONS Jim (a )=L

N—-+oo N—+o0

1 1 :
Comme L >~ (car a, >~ ) alors ¢ est continue en L
e e

D’ou |im (p((x ):(p(L):o. Par suite ¢(L) =0 sig L:1
N—>-+o0 n e

Exercice 4 :
1) a F(x)=J.Xe'ﬁdt et H(x):g—2(1+\/§)e‘&. X €[0,+o0[ .
1

ti> e est continue sur [0,+00[ etl &[0, +0| donc F est dérivable sur
[0,+50 et F'(x) ="YX



b/ La fonction H est dérivable sur ]0,+[ etona:

H'(x)=—2[2\1/;e‘f—2\/_(1+x/_) } e X

F et H sont dérivables sur ]0,+o[ etona F'(x)=H'(x) et comme
F(1) = H(1) = 0 alors F(x) = H(x) pour tout xe ]0,+0[

c/ Les fonctions F et H coincident sur ]0,+| et sont continues & droite en
zéro, doncona: F(0)= lim F(x)= lim H(x)=H(0)

Xx—0 x—0

2) al G(X)ijﬁe-ﬁdt ; X €[0,+00] .
1

Soit x> 0. G(x):J-lX\/fe'ﬁdt—J. \/_ et = 2_‘- tx( \1/_ 'ﬁJdt
Onpose: U(t)=t—>U'(t)=1

V()= e V()=

X
1 1

bl G(x)=2

—oxe 4 2F(x) pour tout x >0.
e

La fonction x 1> = — 2xe~X 2F(x) est continue sur [0,+oo[
e

G(0)= lim G(x) = lim (E—zxef+2F(x))=§+2F(o)

x—0" x—0"

3) a/ f(x)=e et g(x)=xe

Soit A >1.
1 1 1
A= I (f(x)—g(x)) dx:j eVx dx—j Ixe V" dx
0 0 0
0 0
=— j eV dx + j \&e'& dx
1 1

=—F(O)+G(0):g+ F(O):E+

e e e e
b/ Soit A >1.

. =I Ox\f(x)—g(x)‘ dx:J- Ol(f(x)—g(x)) dx+J. (9(x)—f(x)) dx

1

A A
ﬂx=ﬂ1+J \/;e'&dx—J. e dx=a + G(L)-F(%).
1 1



c/

D’aprés 2) a/ ona:

G(x) =§— oxe ™V 4 2F(x) donc G(x)—F(x) :g— oxe ™V 4 F(x)
(x>0)

Dol lim G(1)—F(%)= lim 2 —2re~* +F(2.)

A—>+o0 A—>+o0 @

Comme lim ae™V* =0 et lim F(A)= lim H(k):ﬂ alors

A—>+00 A—>+o0 A—>+o0 €

lim G(k)—F(k):é et par suite lim 2, 12,

A—>+00 e A—>+o0 e

x=A




