MATHEMATIQUES
Section : Mathématiques
Session de controle 2021

Exercice 1:
SoitaeZ.

1) On note r; et 1, les restes possibles modulo 6 respectivement des entiers a et a.

I 0 1 2 3 4 3)

I 0 1 4 3 4 1

Donc les restes possibles modulo 6 de a2 sont 0, 1, 3 et 4.

2) On note ry, r; et r3 les restes possibles modulo 6 respectivement des entiers a, a2 et a3.

I 0 1 2 3 4 5
r 0 1 4 3 4 1
3= I.n 0 1 2 3 4 5

D’aprés le tableau on a : r3 = ry, par suite a® = a(mod 6)

3) a/ * Pourn =0ona: a”" =a(mod6)donclapropriétéestvraiepour n = 0.
* Montrons que pour tout nelN, si a*""* =a(mod6) alors a*"** = a(mod 6)
Ona:a®® =a’x a2donc a*"*° =a’""*xa2(mod6)=a’(mod6) =a(mod6)
Ainsi si la propriété est vraie pour n alors elle est vraie pour (n + 1).
Conclusion : Pour tout neIN, a*" =a(mod®6)
b/ Ona:a®=axa*"t,
Pour tout n > 1, a*" " =a(mod6) (d’apres 3) a/)
2n1

D’ou a*"* =a(mod6) par suite a*" = a2(mod 6)

4) D’aprés 3) a/ ona: X7 =x(mod6) d’ou x’ = x(mod6)

x> = x(mod6) d’ou x* = x(mod6)
D’aprés 3) b/ ona: x** = x2(mod6) d’ou x° = x2(mod 6)

X" —y® = 0(mod6) - X —y? = 0(mod 6) - X —y? = 0(mod6)
x*.y? =1(mod 6) X.y2=1(mod 6) y* =1(mod6)



{x =1(mod 6) {x =1(mod 6) {x =1(mod 6)
& & ou
y? =1(mod 6) y =1(mod 6) y = 5(mod 6)

Sz={(1+6k, 1+6K): (L+6Kk, 5+6K) keZ}

Exercice 2 :
1) Ona: AB =AC et AC = AF d’ou AB = AF.
(AB,AF) = (AB,AC) + (AC,AF) 2

T T
=—+—-2n
2 3

D’ou (AB,AF)= ‘%n 27 , par suite r1(B) = F.

Ona:AE=AB et AB=AC d’ou AE = AC.
(AE,AC) = (AE,AB) + (AB,AC) 2n

T T
=—+—-2n
3 2

D’ou (AE,AC) = %ﬂ 27 ,par suite r,(E) = C.

2) a/ Ona:AB = AC et O milieu de [BC] donc (AO) est la médiatrice de [BC].
D’ou S(B) =C.
On suppose que S(E) =E’.

Ona: (AB,AE)=—(AC,AE") 2n d’ou (AC,AE) zg on .

Or (A_C',A_F’)Eg 21 donc (AC,AE") = (AC,AF) 21 d’ou (AF,AE) =0 2r (1)

Ona: S(E)=E’ donc AE = AE’, d’autre part AE = AB = AC = AF donc AF = AE’(2)
D’apres (1) et (2)ona: F=E’, d’ou S(E)=F.
Ona: S(B) =Cet S(E) = F donc s([BE]) = [CF].
b/ Ona: (BE)"(CF) = {Q} et S((BE)) = (CF), S((CF)) = (BE)
Comme (BE)N(CF) = {Q} alors S(€2) = Q.
Par suite Qe (OA).

3) a/ Ona:f([BE]) =[CF]doncf(B)=Cetf(E)=Fouf(B)=FetF(E)=C.
o Sif(B)=Fetf(E)=Calorsf=r;carr; est I'unique déplacement qui envoi B en F
etEenC.

e Si(B)=Cetf(E)=F alors f est un déplacement d’angle 6 = (ﬁ,@) 27 .

Or on a (BE, FC) z%ﬂ 21 (car ry(B) = F et r1(E) = C) donc GE%—n 2 = —% 2n

Comme 6 = 2kn, k € Zalors f est une rotation d’angle —g



On considere la rotation r, de centre Q et d’angle —g

v Ona QB = QC (car Qemed([BC])) et (QB,QC) = (BE,CF) 2x donc
(QB,QC) = —% 21 par suite ry(B) = C.

v On a QE = QF (car Qemed([EF])) et (QE,QF) = (BE,CF) 2r donc
(QE,QF) = —% 21 par suite ra(E) = F.

Par suite f = rpcar r, est I’'unique déplacement qui envoi Ben C et E en F.

b/ Ona:ryB)=C,rE) =FetryA)=A’alors CA’ = BA = CA donc A’ est un point du
cercle € de centre C et passant par A, et A’ # A.
D’autre part on a : FA’ = EA = FA donc A’ est un point du cercle C’ de centre F et
passant par A et A’ # A.
Conclusion : () \{A} = {A’} (Voir Figure)
Ona:CA’=CA et FA’=FA et comme on a CA = FA alors CA’=CA =FA =FA’
d’ou le quadrilatéere ACA’F est un losange.

4) On a g est antidéplacement tel que g(B) = F et g(E) = C.

a/ On a: med([BF]) = med([EC]) car (BF) et (EC) ne sont pas paralléles, donc g n’est
pas une symetrie orthogonale par suite g est une symetrie glissante.

b/ On a: AEB est un triangle équilatéral direct alors son image par g est un triangle
équilatéral direct.
Comme on a g(B) =F, g(E) = C et A’CF est un triangle équilatéral direct alors
g(A)=A". )

¢/ Soit Al’axe de g et u son vecteur, alorsona g=t.0S, =S,ot.
g(A)=A’ et ] milieu de [AA’] alors JeA (d’apreés 3) b))
g(l) = J alors le milieu de [1J] appartient a A d’ou A = (1J).
g)=JstoS,(N=Jst()=lsu=1

Figure =




Exercice 3 :
1

i
1) ad A=—==(—+=)?
) 2 (@)
z ——1+ii etz ————ii
o2 243 ? 2 23
Sc={21'22}
1 1 is—“
b/ 21:——+
N
1 1 1 &
2)Ona:z=—+—Fi=—=e€°
) RN

Ainsi Ré(zl):—% et arg(zl)zarg(zB)[Zn]zarg(zc )[27]

Par suite z, =z,
1
V3
1 & 1 &

3 _(_~ p6)—_— :i':
(Zl)—(\/ge) 33° 3hm

z,—1 z'—-1 (z,-D(z2+z,+1])

3) af 7, =i

b/ 2—=- = =224z +1
z -1 z,-1 (z, 1) S
: e 1 2 2
Z; est solution de I’équation (E) donc 2,2 +2z, +1=22+2 + 3 + 373
Par smte -1 2
zl 1 3
¢/ Ona: _11 :g donc les vecteurs AD et AC sont colinéaires d’ou De(AC).
Z —

1

D’autre part z, = %i donc le point De (0,v)

Par suite (AC) N (O,\7)= {D}.
4) 224+z7eRe24+7=722472<(2-2)(z+2+1)=0<z=2z0u 2Re(z) =—
D’ou z24+zcR<zeRou Re(z):—1

2
5) a/ M(z), N(Z3).
3
AM et AN sont colinéaires < z

_1€R<:>(22+z+1)eR<:>(22+z)eR
AM et AN sont colinéaires<> z € R ou Re(z) = 1
Par suite I’ensemble des point M tel que AM et AN sont colinéaires est AU (O, U) \{A}
b/ OnaPeA alors AP et m sont colinéaires.
De plus o = 0 alors (u,0Q) =arg(e®) 2n =3(u,0P) 2=



Exercice 4 :

Partie A

1) a/ Ona: g’(x)<O0pourtoutx<-1
g’(x) > 0 pour tout x > -1
g'(-1)=0

X -00 -1 +00
g’ (x) — 0 +

b/ g(x)<%<:>xe —o0, B d’ou S, = —o0, B

gX)<le xe —oo,a d’ou S, = —o0, a
2) On suppose que aﬁ% alors e* <+/e d’ou ae’ g%\/é d’ou g(a) S\/% ce qui est

absurde car g(o) = 1 et par suite a > %

1
Autrement : g(%):%ez ~0,82 <1 d’aprés 1)b)Ona: %e —00, o



1 1 1
3 o f(a)=0 etf(B)=pe’ ~(pe’ ) =- 7=,
b/ lim f(x)= Iirp [g(x)—(g(x))2]=0—0=0.

X—>—00

La droite d’équation : y = 0 est une asymptote horizontale a (£) au voisinage de (-o0)
¢/ lim f(x)= lim [g(x) - (@(X))?]= lim g(x)[1-g(x)]= (+00) x (=o0) = —o0.
X—>+00 X—>+00 X—>+00

lim f(x) = lim e* [1—xex] = (400) x (—00) = —o0.
X—>+o X X—>+00
La courbe (£) admet une branche infinie parabolique de direction celle de (O, ]) au
voisinage de (+x).
, , , , 1
4) 8l Ona (9 = 509 - @0)): done 100 =)~ 2500909 ~20°)| 3 -9 |

b/ (=0 g g'(x)=0 0u g(x) =

sig x=-1ou x=8

x 3 -1 a -
9’ (x) - () -+ -+
5 — 9(x) + + & =
@ - ® + o -

c/




5) a A= Ioa\f(x) —g(x)|dx = La (9(X) —F (x))dx = qu(g(x))zdx - LaxzeZX dx.
Onpose U(x) =x2—U'(x) =2x

V'(x) =e* > V(x) = %ezx
A :FXZeZX} —j xe? dx = * o262% —j xe?X dx.
2 0o 90 2 0
Ona:g(a)=1donc %azez‘* =%(g(a))2 :%

- 1 a 2X
Par suite 4 :E_j xe“* dx.
0

(00
b/ Par une intégration par parties de I’intégrale I xe?* dx. ona:
0

a a a a
ﬂzl—[lxezx} +I lez"dx=l—[lxe2x} +Fe2x}
2 127 |, )2 2 |2 4

0 0

:1__ eZa+_62a +
2
=1—ioc2e2°‘ + o2e2
4 2 o
Comme a:2e** =1 alors 1 :1_i+i
200 402

Partie B
1) a/ Onapour tout xe[0, o], 1<e™ <e™ etx" >0alors 0<x"e™ <x"e"™
o n __nx no o n
D’ou OSJ' X e “dx<e f X dx

0 0
n+l _no

n
Ainsi 0<) <2 de plus o "e™ =oc(oce°°) —axl=q
n n+1
Par suite 0<J <——
n+1

b/ Ona 0<J <-—> et lim —= =0
" n+1 n—+o N 4+1

Par suite lim J =0

N—>+00

2) al Pourn>2ona OSOL—l caroc>%
n



1 o
ona: 3, = [ (@00)"dx=[ (@00 dx+ [ (@e0)"ox

n

Ona 0< oc—1 et (g(x))" > 0 pour tout xe [O, oc—ﬂ donc JG_”(g(x))”dx >0
n 0

Par suite j @) "dx <3,

n

b/ Pourn>2ona J- _7(g(x)) dx<j (g(x))" dx<Tl

n
° —<1 1
n+1 (1)

o

o J- 1(g(x))”dx>J- ( (a——)] dx, car g est croissante et positive sur

n n

{a—l,a}. De pluson a Ia ( (a——)j dx:l(g(a—i)jn(Z)
n - n n

n
Par suite d’aprés (1) et (2) on a : %(g(a —%)) <J, <1

1 In
¢/ Ona In(\/_) Innnzllnn donc lim (\/_)— lim en =e% =1

n—+-00 n—+0o0

lim (a——) o et g est continue en o alors  lim g(a——) g(a)=1

n—»+oo N—>+00

On a d’apres 2) b/ f\l/%(g(oc—ﬁ)jgﬂ <let lim r\l/:( (oc——))

Par suite lim \/7 1

N—>+c0



