Correction de I’épreuve de mathématiques (bac Sciences Technigues)

Session de contrdle 2017

Exercice 1 :
De quoi s’agit -il?
e Résolution d’équations du second degré dans IC
e Résolution d’équations de troisieme degré dans IC connaissant une solution réelle
e Complexe et géométrie
1)a) (3+1i)2=32+2x3xi?
=9+6i-1
=8 + 61
b)a=1; b=1-3i ; c=-4-3i
A=(1-30)2-4x1x(-4-3i)
=1-2x1x3i+(3i)2+ 16 + 12i
=1-6i-9+16+12i
=8+6i=(3+i)2doncS=3+i

= -1+3i-3-1_-4+21
2

2+

Z,_—1+3i+3+i _2+4i
2

1+2i

S.={-2+i,1+2i}
2)a)Onposez=x e IRtelque P(x) =0
<Sx3-x2(4+31)-x(9-12i) +20+15i=0
Sx3-4x2-3x21-9x +12xi+ 20+ 15i=0
Sx3-4x2-9x+ 20 +i(-3x2+ 12x+15) =0

< X=5h

-3x?+12x+15=0

X2 -4x%-9x+20=0 - x3-4x?-9x+20=0
Xx=5 ou x=-1

Donc P(z) = 0 admet une solution réelle x = 5.

b) P(z) = (2 - 5)(az? + bz + ¢) = az3 + bz? + cz - 5az2 - 5bz - 5c¢




=az3+(b-5a)z2+ (c-5b)z-5c=2z3- (4 +31)z2 - (9 - 12i))z + 20 + 15i

a=1
] a=1
b-5a=-4-3i .
Par identification : & <b=1-3i
c-5b=-9+12i .
. c=-4-3i
-5¢=20+15i

DoncP(z)=(z-5) (z2+ (1-3i)z-4-3i)
AinsiP(z) =0sigz-5=00uz2+(1-3i)z-4-3i=0
Sigz=50uz=1+2iou z=-2+1i.d’apres 10) b)

3) a)

b) Z,5=2Z5-2,=-2+1-1-21=-3-I
Z5c=2c-2,=25-5=2-1-5=-3

Donc Z/TB = Zﬁ et A, B et C ne sont pas alignés, ainsi ABCD est un parallélogramme.

Zy-2 _142i+z, _142i-2+i _-1+3i _ i(i#3)

= =i
z

4 =
I ooze Btz, | 52+ 3+ 3

Z,-Zc _ Zes . -
b) 2—5=i,—2=icilR < CALCD (1)
Zp-Zc  Zgs
Zp-Zc _- Z,-Zo| . |Za-z
A_—C =j alors |[-A—C C=|||<:>|A C|=1
Z5-Z¢ Z5-Z, 1z,-2¢|
AC

o 2221 < CA=CD (2)
DC

D’apres (1) et (2) ; on conclut que ACD est isocele rectangle en C.

c)AC=|zc-za|=|-zB-1-2i|=|2-i-1-2i]

= 1-3i] = J12+3 =410




B Y « D
: LR }
C
ACxDC

A(ABCD) = 2 x A(ACD) =

2
=ACxDC =AC?= (\/lO) car AC=DC , AinsiA(ABCD)=10

Exercice 2:
De quoi s’agit -il?

¢ Produit vectoriel
e Plan défini par trois points non alignés
e Shere, positions relatives d’'une spheére et d’'un plan

0 -2 2
1)a) AB| 2 | et AC| 2 | doncABA AC| 2
-1 0 4
2
b) ABAAC| 2 | 6, donc ABet AC ne sont pas colinéaires et par suite les points A, B et C
4

ne sont pas alignés, ainsi ils déterminent un plan P.

-1 -1
2)a) IA| 1 |et IC| 1
-3 3

IA=/(-1)*+1 +(-3)? =+/11 =R : rayondeS

IC=4/(-1)? +12+3? =11
Donc IC =1, ainsi S passe le point C

b)1(0,1,-3)etP:x+y+2z-1=0




0+1+2x(-3)-1 _|-6] _ 6
d(I, P) = = = =46 <v11
N v N N

donc l'intersection du plan P et la sphere S est le cercle ({) de rayonr = \/ R%-d°

1
=J11-6 =+/5 etBePet IB| 1 | douIB= 12 +12+22 = \/6=d(I,P)
2

donc B est le projeté orthogonal de I sur P, ainsi C est de centre le point B.
3)a)Sa=x2+y2+72-2y-20z-1=0

<S(x-0)2+(y-1)2+(z-0)2=1+02+12+02

S (x-0)2+(y-1)2+(z-a)2=2+0%2>0

Ainsi Sq est la sphére de centre 1«(0, 1, o) et de rayon Ra = W
b)*12+02+02-2x0-200x0-1=1-1=0,doncAeS..

*(-1)2+22+02-2%x2-2ax0-1=1+4-4-1=0,doncC € S«

Ainsi So passe par les points A et C.

) VaeR,AeS, nPetCeS, nP, donc P coupe lasphére S selon un cercle(C,)

Autrement :

Soitle(0,1,0);P:x+y+2z-1=0

d(le,P) = 0+1+2a-1| _2]of
o, 12 +12 + 22 \/6
2 ) ) )
Ri-dz('a,P):2+a2-4g :12+60é -4 :12+62a "

Donc d(le, P) <Ro.

Ainsi VaelR; P Sq :(ch).

2
4)a) r,=/R2-d?(l,,P) =<6 < R2-d*(1,P)=5& 1o+2a” _g

6

=12+202=30=202=18<0=3 ou a=-3

b)Ona | ;(0,1,-3) =1 et B est le projeté orthogonal de I sur P, donc B est le centre de (C,)




1
soit B'(x,y,z) € P " D(1,(0,1,3);n,| 1 |)

2
X+Yy+2z-1=0 a=-1
X=«a x=-1
Ona: o
y=1l+a y=0
Z=3+2a z=1

B’(-1,0,1) est le centre de (C3).

¢) On vérifiera aisément que AB=B'C et que AB=AB', ainsi ABCB' est un losange
Exercice 3 :
De quoi s’agit -il?

e Fonction en exponentielle
e Théoreme des valeurs intermédiaires(du point fixe)
e Théoreme des accroissements finis, suites réelles

1) vxelR; f'(x):g(l-ex)

Pourx>0alors -x<0douex<el=1ainsil-ex>0

Donc VxelR+ f'(x) > 0, ainsi f est croissante sur IR+

2) * VxelRs; f'(x):g(l—e'x)zo

*VxelR, ;f'(x) 2 ﬂ(1-e'x)-ﬂ = g-ﬂe*-g/:-ﬂe*sa
5 5 5

3) Soit g(x)=f(x)-x

vxelR+; g'(x)=f(x)-1<0

g(0)=f(0)-0= g(0+e°):g

X 0 a +00
g(x) S
4 i
5 |
g (X) \




- - 4 X - 4 4 -X H l 4 -X
lim g(x)=lim —(x+e )-x:llm —X+—e -x:llm-—x+ge =—

X—>+00 X—>+0 § x—+0 § 5 x—>+0 B

4
g est continue et strictement décroissante sur IR+, elle réalise une bijection de IR+ sur :‘—oo , g

orQe }-OO , g} ; ainsi g(x) = 0 admet dans IR+, une unique solution «, c’est a dire

f(x) = x admet dans IR+ une unique solution a, de plus:
g(1,2) = 9x10%>0
g(1,3) =-0,04<0

alors1,2<a<1,3
1 .
4)a)Pourn=0, U, :E >0 (vrai)

Pour n€lN ; supposons que Un > 0 et montrons que Un+12> 0

Ona:Un+1=1f(Un) 2f(0) 20 car f est croissante sur IR+, ainsi VnelN ; Un > 0.

4

b) f est dérivable IR+, Vxe€lR+; |f(x)| < g
4

Alors Va, b e IRs; [f(b) - f(a)| < g\b-a\

Or a.elR: et UnelR., donc |f(Un) - f(o)| < g\un -o) ©[U,,,-0| < g\Un -qf

0
c) Pourn=0 ‘UO-Q‘Z‘%—Q < (gj =] (Vrai) car1,2<a<1,3

+1
4 4Y
Pour nelIN ; supposons que |Un - o < (gj et montrons que |Un+1- 0] < g

5
Ona|Un-a|<Z| =
5

4 AR 4
Donc|Un+1-a|£—‘Un—a‘S — ,ainsi |[Un+1-a| < | —
5 5 5

n+l

4 n
Donc VnelN; |Un- af < (gj




d) VneIN;|Un-a|£(gj et Iim(ﬂ) =0 car -1<g<1

N—o0 5

Ainsi lim U =a.

N—+0c0

-3In10

e) OnaIUn-alé(ﬂj = Un—aﬁ(ﬂj <10°=0,001<>n> 7]

Donc il suffit de prendre n > 31
Exercice 4 :
De quoi s’agit -il?
e Fonction en exponentielle(limites, variations,points d’'inflexions, théoréme des valeurs
intermédiaires, représentation graphique)

e Calcul d’aires

1) a) limf=lim x+(x-1)e* =+
+00 X—>+00

) .. x+(x-1)e* .. X-1
lim Qzllm L:hm 1+ —e*
X—+0 ¥ X—>+00 X X—>+00 X
.o x-1 . X
et im——=Ilim—=1
X+ X X—>+0 X
. f(x
ainsi lim Q:+oo
X—>+0 X

Cradmet une branche parabolique de direction (O,]) au voisinage de (+x).

. i . . 1
b) limf = lim x+(x-1)e* = lim x +xe™ —e® = lim x+=2xe* -e* =— 0
—0 X—>—00

X—>—00 X—>—00

c) lim f(x)-x= lim x+(x-1)e* —x= lim (x-1)e* = lim Loxe? > =0

X—>—00 X——00 X—>—0 9
ainsi A : y = x est asymptote a () au voisinage de (-o0).
d) VxelR; f(x) —y = (x - 1)e2x

le signe de f(x) - y est celui de (x - 1) car VxelIR; e2x>0




X -00 1 +00

f(x) -y - +

Position € estau dessous de A
relative de

Aet (T

€ est au dessus de A

cnA={(1, 1)}

2) On donne ci-apres le tableau de la fonction ' (fonction dérivée de la fonction f)

X -00 0 +00

f’(x) - o) +

P |1 | ©
X \6/+

a) f” s’annule et change de signe en 0

donc I(0, f(0)) = 1(0, -1) est un point d’inflexion de ().
b)T:y=f(0)x+f(0); ainsiT:y=-1

3) a) Tableau de variation de la fonction f.

X -00 0 +00
f’(x) + O +
F(x) | +o0
1
-00

b) f est continue et strictement croissante sur IR, donc elle réalise une bijection de IR sur f(IR) = IR

Ainsi f(x) = 0 admet une unique solution réelle o.

f(0,8)=-0,19<0

alors 0,8 <a<0,9
£(0,9)=0,29>0 }




4)

f(x)

f(x)

te
sympto

a

=X

vy =

A




A= [[[f(x)-y|dx(ua) = [ y-f(x)dx= [ -(x-1)e¥dx
0 0 0

Car { au dessous de A sur [0, 1].

Posons U(x) =-(x-1) < U'(x) =-1

1 2X
V(x) = Ee & V'(x) = e,

1

A:[-%(x-l)e2X l -I;-Eezxdx :[-%(x-l)e2X }0 -[-%ezx}

0
1
:l:_l(x_l)ezx+lezx:l :(O+£ezj_(1+£j
2 2 ), U e )27

Ainsi A=S¢? -§(ua)
4 4




