Mathématiques
Section Sport

Corrigeé de la session de contréle Juin 2013
Exercice 1

10
(U,) la suite définie sur IN par

U,=

U..= §Un— 3 ; pourtout neIN
5

1) U,= 10.

;t& , d’ou la suite (U, ) n’est pas géométrique.
UO Ul
. . 15
2)a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, U, > ——.

15
e Uy,=10; U, > —? d’ou I’inégalité est vérifiée pourn =0.

e Soit p un entier naturel.
e e . s 15
On suppose que I’inégalité est vraie pour p, c’est a dire U, > ——.

e Montrons que 1’inégalité est vraie pour p+1.
15 3 3 15
U>-— = -U>—x(——
P 2 5 ° 5 ( 2)
= gUp>—g

= §Up—3 > —9—3
5 2

15
:>Up+l> -—

D’ou I’inégalité est vraie pour p+1.

Ainsi d’apreés le principe de raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n,

u,> -2,
2

b) Montrons que la suite (U, ) est décroissante.



Upi-U, = 2U, - 3-U, =C-1U, - 3=-2U,- 3=-2(u,+ D),
5 5 5 5 2

Ona:U > —% = Un+%>0

= —E(Un+ E)<0
5 2
= U, -U,<0
:> Un+1 < Un
D’ou la suite (U,) est décroissante.

c) lasuite (U,) est décroissante et minorée (par —?5), donc elle converge.

3) (V,) lasuite définie sur IN par V, =U, +%.

a) V, :UO+%:1O+§:%.
Vn+1=Un+l+E=§Un_ 3—f_Ezgun—i_g=§(un+§)=§vn'
2 5 2 5 2 5 2" 5

D’ou (V,) est une suite géométrique de raison E et de premier terme V, = 5

S : 3 :
b) (V,) est une suite géométrique de raison g et de premier terme V, = > d’ou le terme

- . 3.n
général de la suite (V,)est: V, =V, +(§) ;nell.

V, :Un+E<:>Un :VH—E
2 2

35 3 15 3
SU =—+@)"-==10+(2)".
"= (5) 5 (5)

c) limy, = Iim10+(g)n =10, car Iim(g)n =0.

Exercice 2
4B:1:1:2:2
8 jetons:q3N:1;1; 2
1J:-1

Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard deux jetons de 1’urne.
1) L’univers Q des cas possibles est donc les combinaisons de 2 jetons parmi les 8 jetons.

|
8 _8x7 _og

CardQ=C; = TR

A : « Obtenir deux jetons de méme couleur ».
Cela revient a tirer deux jetons blancs ou deux jetons noirs.



C:+C2 6+
p(A) == S0
28 28 28
B : « Obtenir deux jetons dont le produit des numéros est négatif ».
Cela revient a tirer nécessairement le jeton jaune et un autre jeton quelconque.

CixC, 7 1
B)=—L_7T—-_ ==,
P(E) 28 28 4
2) On sait que p(AuUB) =p(A)+p(B)—-p(AnB). Onacalculé p(A) et p(B) calculons
p(ANB).

ANB : «Obtenir deux jetons de méme couleur dont le produit des numéros est negatif »
Cela est impossible car le seul jeton qui porte un numéro négatif est le jeton jaune, donc on
ne peut pas avoir deux jetons de méme couleur et dont le produit des numéros est négatif.

pP(ANB)=p(D)=0.
. 9 1 16 4
D’ou p(AUB)=p(A)+p(B) :EJFZ:%:?
3) X I’aléa numérique qui a chaque épreuve associe le produit des deux numéros inscrits sur
les jetons tirés. Ona X(Q) ={-2,-1 1 2, 4.
a) (X=-1): «le produit des deux numéros inscrits sur les jetons tirés est égal a (-1) ».
Cela revient a tirer nécessairement le jeton jaune et un jeton qui porte le numéro 1.
CixC, 4 1
28 28 7
b) Pour compléter le tableau, on doit calculer les probabilités p(X=x;) ; X; € X().
(X=-2) : «le produit des deux numéros inscrits sur les jetons tirés est égal a (-2) »
Cela revient a tirer nécessairement le jeton jaune et un jeton qui porte le numero 2.
cixch 3
28 28
(X=1) : «le produit des deux numéros inscrits sur les jetons tirés est égal a 1 »
Cela revient a tirer nécessairement deux jetons portant le numéro 1.

cCC 6 3
PX=D=28 "2 "1
(X =2) : «le produit des deux numéros inscrits sur les jetons tirés est égal a 2 »
Cela revient a tirer un jeton portant le numéro 1 et un jeton qui porte le numéro 2.
C,xC; 12 3
28 28 7
(X =4) : «le produit des deux numéros inscrits sur les jetons tirés est égal a 4 »
Cela revient a tirer nécessairement deux jetons portant le numéro 2.
px 4= 5= 2
28 28

On résume ces probabilités dans le tableau suivant, qui donne la loi de probabilité de X :

pX=-1)=

p(X=-2)=

p(X=2)=

Xi -2 -1 1 2 4

3 1 3 3 3

X=X - hl -~ hd s
p( ) 28 7 14 7 28




C) E(X):(—Z)Xi+(—1)x£+1xi+2x§+4xi:gzg
28 7 14 7 28 28 7

Exercice 3

f(x)=2x+e™ ; xell.

—2X —2X
1)a) lim f(x) = lim 2x+e™® = lim 2x|1- € =+o0 ; car lim-— _ »
X—>—00 X—>—0 X—>—00 (_2)() X—>—00 (_2)()

f'(x)=2-2e2=2(1-e%); xell.

f'(0) =0.
f'X)>0=1-e>0
eer<l D’ou le signe de f'(X) .
< -2x<0
< x>0
b) lim f(x) = lim 2X+e > =400 ; f(0)=1.

X —00 0 +o0o

(%) .- 0 &

+00 +00

—2X -2X
2a) lim 1% _ jim 2+ i 2—2[e j:—oo.
X—>—0 ¥ X—>—0 X X—>—00 —2X

D’ou la courbe (I') admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées au
voisinage de (—).
b) A:y=2x.

lim f(x)—2x = lim e =0. D’ou la droite A est une asymptote oblique a la courbe (")

au voisinage de +oco.
3) La courbe (I') de f.



()

A:y=2x

Exercice 4
g(x) =xLog(l+Xx) ; x e |-, +oo.

1)a) a I’abscisse du point A d’intersection, autre que O, de la courbe (C) de g et la droite D
d’équation y =X. Donc
g(a)=a <= alog(l+a)=a
< a(l-Log(l+a))=0

a0

<l-Log(l+a)=0
< Log(l+a) =1
<l+a=e
Sa=e-1

b) La position de la courbe (C) par rapport a la droite D permet de déterminer le signe de
g(x)—x ; pour x € ]-1, +oo.

X

Position d C C) est @
O(S(;)IOI:H ) () estan tra(vez'se d(es)szisac;le ( : () est.an
i ’ dessus de D dessus de D
rapporta D traverse

g(x)—x




2)a) G(x):%(x2 —1)Log(1+x)—%x2+%x ; xe]-1, +oo.

La fonction G est dérivable sur ]—1 , +oo[ .

1 1 1 1 1
G'(X)==(2x)Log(l+xX)+=(X*-1) — - =X +=
()2()9()2( )1+x22

1 1 1 1
=xLog(l+X)+—(X-D(X+1) ———X+—
gl +x) 2( )( )1+X 2%*3

1 1 1
=x Log(l —(x-)-=x+=
X og(+x)+2(x ) 2x+2
=X Log(1+Xx) =g(x).

D’ou G est une primitive de g sur -1, +oof .
b) Soit # L’aire du domaine limité par la courbe (C), la droite D, I’axe des ordonnées et la
droite déquation x =e~1. #= [ (x—g(x))dx.
e-1 e-1 e-1
jo (X —g(x))dx = jo X dx —jo g(x) dx
=(e-D)-[GM)] =(e-1)-[G(e-1)-G(0)]

=(e-1) —%[(e—nz —1]+%(e—1)2 —%(e—l)

:e—l—l[ez—2e+1]+l(e2—2e+1)—1e+1
2 4 2 2

1, 1
=——e’+e+=
4

D'oll 4= _[:l(x—g(x))dx=—%e2+e+% ua.



